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Vorwort

Die Vorlesung behandelt mengentheoretische, logische und algebraische Grundlagen der
Mathematik sowie Kombinatorik und Lineare Algebra. Sie wurde unter der Bezeichnung
,Diskrete Mathematik* in den Studienjahren 2000/2001 und 2001/2002 zwei mal vor dem
1. Studienjahr des Studienganges ,,Medieninformatik* der Technischen Fachhochschule Ber-
lin gehalten. Sie lief parallel zu einer gleichnamigen Vorlesung von Prof. Dr. Werner Nehr-
lich, der dem Autor als Mentor der Lehrveranstaltung umfangreiche Unterstiitzung gewihrte.
So konnte auf eine bereits vorhandene Skripte aufgebaut werden. Intensive Diskussionen mit
Prof. Nehrlich sowie dem Ubungsassistenten Dipl.-Math. Maik Bohnet waren fiir den Autor
eine grof3e Hilfe. Ein zusitzlich vorgesehenes Kapitel iiber Algorithmen und rekursive Funk-
tionen konnte aus Zeitgriinden in keinem der beiden Kurse gelesen werden und wurde deshalb
auch nicht in die Gliederung aufgenommen.

Anfang 2003 erschien das Lehrbuch von W. Nehrlich (siehe Literaturliste), in dem der Stoff
der Vorlesung im wesentlichen iiberdeckt wird. Allerdings wurde die Lineare Algebra
ausgeklammert, da fiir dieses Gebiet zahlreiche sehr guter Darstellungen verfiigbar sind.

1 Mengenlehre I: Grundbegriffe der Mengenlehre

Cantors Mengendefinition, Beschreibung von Mengen, Elementbeziehung €, Gleichheit von
Mengen, die leere Menge &, Disjunktheit, Eulersche Kreise (Vennsche Diagramme), die
Inklusion <, Unvergleichbarkeit beziiglich C, die echte Inklusion c, Nichtinklusion &,
Komplement M , Paare, Tupel, Kreuzprodukt, Worter iiber einem Alphabet, Relationen,
Relationsgraphen, Definitionsbereich und Wertebereich von zweistelligen Relationen, Funk-
tionen, injektive und bijektive Funktionen.

2 Mathematische Logik

2.1 Aussagenlogik

Aussagen, Wahrheitswerte, Aussagenlogische Operationen, Wahrheitswerttabellen, Negation,
Konjunktion A, Disjunktion v, Implikation, Aquivalenz, Primisse, Konklusion.
Aussagenlogische Ausdriicke, Klammereinsparungsregeln, Strukturbaume.

Boolesche Funktionen, Tautologien, Kontradiktionen.

Rechnen mit logischen Ausdriicken, Semantische Aquivalenz.

Wichtige semantische Aquivalenzen: Kommutativitit und Assoziativitit von A und v,
Absorptionsregel, Distributivitit, Komplementaritiit, Idempotenz, de Morgan (Petrus Hispa-
nus); Komplementaritit, Neutralitit und Extremalitit von O und 1; Negation der Negation.
Das Dualitétsprinzip.

Fundamentalkonjunktionen, Elementarkonjunktion, disjunktive Normalformen DNF, kanoni-
schen disjunktiven Normalformen KDNF, der diskrete Einheitswiirfel.

Die semantische Implikation, Implikanten, Primimplikanten, Hyperfliche im diskreten Ein-
heitswiirfel, Minimierung von DNF‘s nach Quine-McCluskey, das Minimum-Cover-Problem.
Quine-McCluskey fiir partiell definierte Boolesche Funktionen, Verweis auf Karnaugh-
Diagramme. Konjunktive Normalformen (KNF und KKNF).



Alle zweistelligen Operationen der Aussagenlogik, vollstindige Mengen Boolescher Funktio-
nen, RSE-Darstellung, Sheffer- und Nicod-Funktion.

Hinweise auf Anwendung der Aussagenlogik in der Informatik: Schaltalgebra, SPS-
Programmierung, IF-Klauseln der Programmierung, SQL (Structured Query Language).

2.2 Priadikatenlogik

Aussagenform, Individuenvariablen, Individuenbereich, Quantoren, Allquantor /\, Existenz-

quantor V, pridikatenlogische Aquivalenzen, Kommutativitit und Assoziativitit, Distribu-

tivitdt, deMorgan fiir Quantoren, Hinweis auf Konstruktivismus in der Mathematik.

2.3 Beweisprinzipien

Abtrennungsregel (modus ponens), Kettenschlu} (Syllogismus - modus barbara), Ringbe-
weis, Fallunterscheidung, Kontraposition, Indirekter Beweis (reductio ad absurdum), Irratio-
nalitéit von \/5 .

3 Mengenlehre II: Rechnen mit Mengen und Boolesche Algebren

3.1 Potenzmenge

@ (M), die Struktur [ g (M),c], Hasse-Diagramme, Bijektion zwischen @ (M) auf {0,1}",
Hinweis auf [somorphismen.

3.2 Mengenalgebra

Mengenoperationen, Komplement, Durchschnitt, Vereinigung, Differenz, Symmetrische
Differenz.

Grundlegende Rechengesetze - abgeleitet aus den Grundgesetzen der Aussagenlogik.

Beispiel: Losung rationaler Ungleichungen.

Mengenoperationen und Inklusion, Gesetze der Differenz und der symmetrischen Differenz.
Unendliche Vereinigungen und Durchschnitte, Beispiele: Intervallmengen.

3.3 Michtigkeit endlicher Mengen

Endliche Kardinalzahlen, Additivitit bei disjunkter Vereinigung, Inklusions-Exklusions-
Prinzip, Michtigkeit des Kreuzproduktes, Michtigkeit von g (M) fiir endliches M.

3.4 Boolesche Algebren

Axiome der Booleschen Algebra.

Entsprechungen zwischen Boolescher Algebra, Mengenalgebra und Aussagenlogik.
Frage der Unabhiéngigkeit der Axiome. Abgeleitete Gesetze.

Relation < in Booleschen Algebren.

Boolesche Algebra der n-stelligen Booleschen Funktionen.



Teiler-Algebren T(n). Hinweis auf den Satz von Stone.

4 Relationen und Funktionen

4.1 Darstellung endlicher zweistelliger Relationen durch
Adjazenzmatrizen

Adjazenzmatrizen, der allgemeine Matrizenbegriff.

4.2 Eigenschaften zweistelliger Relationen iiber einer Grundmenge

Reflexivitdt, Symmetrie, Transitivitdt, Antisymmetrie. Widerspiegelung der Relationeneigen-
schaften in den Adjazenzmatrizen. Transponierte einer Matrix.

Halbordnungen, unmittelbare Nachfolger, unmittelbare Vorginger, Unvergleichbarkeit,
Ordnungsrelationen. Die geordneten Mengen [N,<], [Z,<], [Q,<] und [R,<].
Aquivalenzrelationen, Zerlegung in Klassen, Klassifizierung, Verfeinerungen und Vergro-
berungen von Zerlegungen, Zusammenhang zwischen Aquivalenzrelationen und Zerlegungen.
Semantische Aquivalenz < von Aussagen der Aussagenlogik, Kongruenz modulo n, Rest-
klassen, Addition und Multiplikation von Restklassen.

4.3 Operationen mit Relationen

Reflexiver, symmetrischer und transitiver Abschlufl von Relationen.
Inversion von Relationen und Transposition von Adjazenzmatrizen.
Das Produkt von Relationen und das Produkt von Adjazenzmatrizen.
Matrixprodukt und Transitivitdt. Das allgemeine Matrizenprodukt.

4.4 Funktionen

Operationen zwischen Funktionen: Inversion und Produkt von Funktionen.
Die ,,symmetrische Gruppe [Sym ,°]. Hinweis auf den Begriff der Gruppe.
Beispiele: [Z,+], [Q,+], [R,+].

4.5 Permutationen

Darstellung von Permutationen durch Relationsgraphen, Adjazenzmatrizen und durch Werte-
tabellen. Produkt und Inversion von Permutationen, Zyklen, Transposition. Darstellungssitze.

Permutationen und Deckabbildungen regelméfiger Polygone. Drehungen, Spiegelungen in S;.
Verkniipfungstabellen fiir Permutationsgruppen. Die Drehgruppen D;* und D,4". Die ,.Klein-
sche Vierergruppe®. Deckabbildungen des Tetraeders. Hinweis auf Anwendungen in der
,Computational Geometry” und in der Chemie. Der Rubik-Wiirfel.



5 Zahlenbereiche

5.1 Die Menge [N der natiirlichen Zahlen

Das Axiomensystem von Peano, das Induktionsaxiom. Das ,,Perlenkettenmodell®.

Die Operationen ,,+“ und ,,-* auf IN. Definition der Relationen ,,.<* und ,,I auf IN.

Vollstiandige Induktion, das Induktionsprinzip, Modell der Dominosteine, Induktionsanfang,
Induktionsschritt, Induktionsvoraussetzung, Induktionsbehauptung, Induktionsschluf3.
Beispiel: Gaul}’sche Summenformel.

,Unvollstindige Induktion®, Verallgemeinerungen der vollstindige Induktion.

Die kommutativen Halbgruppen [[IN,+] und [N,-].

5.2 Die Menge Z der ganzen Zahlen

Zahlenbereichserweiterung, vollstindige Induktion in Z.
Die kommutative Gruppe [Z,+] und die kommutative Halbgruppe [Z,-].

5.3 Die Menge Q der rationalen Zahlen

Briiche in der Umgangssprache, Konsonanz und Dissonanz in der Musik.
Zahlenbereichserweiterung, Klassen dquivalenter Briiche.
Diskretheit von Z und Dichtheit von Q. Der Korper [Q,+,].

5.4 Die Menge R der reellen Zahlen

Irrationalitiit von /2 . Zahlenbereichserweiterung Q c R.
Cauchy-Folgen rationaler Zahlen, Aquivalenz von Chauchy-Folgen. Die Zahl e.
Unendliche Dezimalbriiche. Der Korper [R,+,:]. Dichtheit von R.

6 Michtigkeit unendlicher Mengen

Gleichmichtigkeit von Mengen, N ~ {n,n+1,n+2,...}, Unendlichkeitsdefinition von Dedekind,
abzdhlbar unendliche Mengen, N ~ Z, Abzihlbarkeit der Primzahlen, ,,Sieb des Eratosthe-
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nes‘.

Die Kardinalzahl X . Das Hilbert'sche Hotel.

Rechengesetze: X,+n= X, X+ X; = X, und X -X =K.

Contor-Numerierung. Abzihlbarkeit von Q.

Die Relation < zwischen Kardinalzahlen.

Theorem von Cantor/Bernstein iiber die Antisymmetrie von < (ohne Beweis).

Theorem von Cantor/ Zermelo iiber die Vergleichbarkeit von Kardinalzahlen (ohne Beweis).
Minimalitit von X, unter den unendlichen Kardinalzahlen. Uberabzihlbarkeit des Continu-
ums ¢, Diagonalisierungsbeweis. Algebraische und transzendente Zahlen. Die Michtigkeit
von O (M).

Die Russellsche Antinomie. Kritik der ,,naiven* Mengenlehre.



7 Kombinatorik

7.1 Permutationen

Die kombinatorische Explosion der Fakultitsfunktion n!. Das Traveling-Salesman-Problem.
Eingeschrinkte Permutationen und Biume.
Der Begriff ,,Wiederholung* in der Kombinatorik. Permutationen mit Wiederholung

7.2 n-k-Auswahlen
7.2.1 Geordnete Auswahl (Variation)

7.2.1.1 Geordnete n-k-Auswahl ohne Wiederholung

Geordnete Auswahl ohne Wiederholung - injektive Abbildung.
i n!
Vi=——
(n—k)!

Beispiele: Bestimmte Mengen von Wortern.
7.2.1.2 Geordnete n-k-Auswahl mit Wiederholung

Geordnete Auswahl mit Wiederholung - Abbildung von/in.
v, (W ) =n'

Beispiele: Fu3balltoto, bestimmte Mengen von Wortern.

7.2.2 Ungeordnete Auswahl (Kombination)

7.2.2.1 Ungeordnete n-k-Auswahl ohne Wiederholung
Ungeordnete Auswahl ohne Wiederholung - Teilmengenbildung.

" nw n!
e T o
, Mn—k)!

Beispiel: Zahlenlotto.

Die (:} als Binomialkoeffizienten.

/

n+1 n n
Die Rekursionsformel = + k41" das Pascalsche Dreieck.

k+1 k
/ / /
n
=2
!
/

7.2.2.2 Ungeordnete n-k-Auswahl mit Wiederholung

n
Zeilensumme im Pascalschen Dreieck:
k=0

Ungeordnete Auswahl mit Wiederholung - Teilmengenbildung aus ,,Multimenge*.



k-1
Ciw)=ci =["+k |
/

Aufteilung gleicher Gegenstinde auf unterscheidbare Behilter.

7.3 Diskrete Wahrscheinlichkeiten

A instiven Fii
P(Ereignis) = -A1Zeht der giinstigen Falle

Anzahl der moglichen Fiille
Beispiele: Wiirfel, Zahlenlotto.

8 Lineare Algebra

8.1 [Einfiihrung

Anwendungsgebiete: Physik, Wirtschaftsmathematik, Geometrie, Computer-Grafik, Bildver-
arbeitung, ...

Lineare Algebra - algebraische Theorie der Vektoren.

Vektoren - mathematische Objekte zur Beschreibung von Erscheinungen mit Quantitéit und
Richtung (z.B. Kraft, Beschleunigung, Geschwindigkeit, Weg usw.)

Vektor - Aquivalenzklasse von Pfeilen im Anschauungsraum

Multiplikation von Vektor mit Skalar (hier stets reelle Zahlen) und Addition von Vektoren
Veranschaulichung der Operationen im Anschauungsraum.

8.2 Axiome fiir Vektorraume iiber dem Korper R

Axiomensystem, Linearkombination, lineare Hiille, Erzeugendensystem.

8.3 Der Vektorraum R"

Lineare Hiillen einzelner Vektoren im R* - Geraden in Nullpunktslage,
Lineare Hiillen zweier Vektoren im R* - Ebene in Nullpunktslage.
Explizite Darstellung von Geraden und Ebenen.

8.4 Lineare Unterriaume

Definition.

Beispiele: Geraden im R und R* in Nullpunktslage, Ebenen im R*in Nullpunktslage.
Lineare Hiillen sind Unterrdume.

Einheitsvektoren.

8.5 Lineare Mannigfaltigkeiten und Parameterdarstellungen von

Geraden und Ebenen

Definition.
Beispiele: Verschobene Geraden im R? oder R?, verschobene Ebenen im R*



Parameterdarstellung von Geraden, Schnittprobleme fiir Gerade im R?und R’.
Parameterdarstellung von Ebenen, Schnittprobleme fiir Ebenen im R>,
8.6 Basis und endliche Dimensionen

Lineare Abhéngigkeit und lineare Unabhéngigkeit, Basis.
Beispiel: Einheitsvektoren im R? und im R®.

Eindeutige Kombinierbarkeit aus Basisvektoren.
Dimension, Austauschsatz von Steinitz (ohne Beweis).

8.7 Lineare Abbildungen - Einfiihrung

Motivation, Definition.

Beispiele im R*: Projektionen, GleichmiBige Streckung (MaBstabsinderung), ungleichméBige
Streckung, Spiegelungen an den Achsen, Zentralspiegelung, Drehung um Winkel .

Das Produkt linearer Abbildungen ist eine lineare Abbildung.
Das lineare Bild eines Unterraumes ist ein Unterraum.
Affine Abbildungen (lineare Abbildung und Translation)
Das Produkt affiner Abbildungen ist eine affine Abbildung.
Beispiel: Drehung des R? um einen Punkt.

8.8 Linearer Abbildungen und Matrizen

Darstellung linearer Abbildungen durch Matrizen beziiglich der Einheitsbasis im R".

Berechnen linearer Abbildungen mit Hilfe von Matrizen.
Produkt von Matrix mit Vektor: y = A-x
Beispiele im R” und R”.

8.9 Matrixprodukt

Matrix des Produktes zweier linearer Abbildungen.

Herleitung der Berechnungsvorschrift am Beispiel von 3x3-Matrizen.
Produkt von Drehmatrizen und Summenformeln fiir Sinus und Kosinus.
Spiegelung an der Geraden in Nullpunktslage.

8.10 Lineare Gleichungssysteme und lineare Abbildungen

Matrix-Vektor-Schreibweise fiir lineare Gleichungssysteme.

Fille der Losbarkeit von Gleichungssystemen: unldsbar (iiberbestimmt),
Losungsvektor, Losungsmannigfaltigkeit (unterbestimmt).

Homogene lineare Gleichungssysteme, Kern linearer Abbildungen.

Der Kern einer linearen Abbildung ist ein Unterraum.

Allgemeine Darstellung der Losungsmengen linearer Gleichungssysteme.

eindeutiger



8.11 Das Verfahren von GauB3-Jordan

Dreiecksgestalt und eindeutige Losung. Staffelgestalt und mehrdeutige Losung. Unlosbarkeit.

8.12 Lineare Gleichungssysteme und Determinanten

2x2-Determinanten und Losbarkeit von 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten.
Die Cramersche Regel, Hinweis auf den nxn-Fall.

8.13 Determinanten und Flichenberechnung

2x2-Determinanten als Fliche des Parallelogramm:s.
3x3-Determinanten als Volumen des Parallelepipeds.
Flachenberechnung fiir Dreiecke.
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